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Problemes

Juanjo Rué (UPCQ)

En aquesta edicié 46 del SCM/Noticies tindrem dos
problemes de geometria (proposats per en Miquel
Amengual i Joaquim Nadal i Vidal, desde Cala
Figuera a Mallorca i Llagostera, respectivament.). . .
i un problema extra de geometria proposat pel nos-
tre infatigable collaborador José Luis Diaz Barrero
(i com el lector pot sospitar, serd un problema
de desigualtats geometriques). Finalment, 1'Oscar
Rivero ens proposa un problema d’aritmetica que de
segur ens costara una estona de resoldre. Els agraim
a tots la collaboracié en la proposta de material per
aquesta seccib.

Quant a les solucions dels problemes proposats
en el nimero anterior: en aquest cas els nostres
perseverants lectors han aconseguit resoldre tots
els problemes. Entre ells, cal donar les gracies a
Antoni Goma, Esteve Casas, Ernest Garriga, Miquel
Amengual, Josep Maria Brunat i Juan Monterde,
que ens han proporcionat a la redaccié una amplia
varietat de les solucions dels problemes proposats. A
tots ells, moltes gracies per haver dedicat una estona
a resoldre els enigmes matematics plantejats fa uns
mesos!

Com sempre, i per acabar aquest preambul i abans
d’endinsar-nos en els problemes: ’adreca electronica
per enviar tant les solucions com les propostes de
problemes és la seglient:

juan.jose.rue@upc.edu

El material ha de ser enviat preferiblement en
TpXo LaTgX, i cal adjuntar (si escau per al
problema en consideracié) les figures geomeétriques
corresponents.

Problemes proposats:

A161. (Proposat per Miquel Amengual Covas, Cala
Figuera, Mallorca.)

Sigui un punt P del costat AB d’un triangle AABC.
Traceu per P una recta que talli el costat C' A en el
punt @ tal que la longitud del segment PQ sigui
igual a la suma de les longituds dels segments de les
perpendiculars tirades a BC per P i Q.
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A162. (Proposat per Oscar Rivero Salgado, UPC,
Barcelona.)

(a) Proveu que existeixen infinits nombres enters
positius que no es poden representar de la forma
a®+ b3, on aib sén també enters positius.

(b) Sigui » un nombre enter i p un primer. Proveu
que sempre existeixen enters positius a i b de
manera que a’ + b —n és multiple de p.

A163. (Proposat per José-Luis Diaz Barrero, UPC,
Barcelona.)

Siguin a, b, ¢ les longituds dels costats d’un triangle
AABC amb area S, circumradi R i semiperimetre
p. Demostreu que

(p—a)*  (p—0)*
cp—0) alp—rc

b(p — a) 25

Lot 3 (}325)2/3.

A164. (Proposat per Joaquim Nadal Vidal. Llagos-
tera, Girona.)

A Tinterior d’un triangle AABC dibuixem un
triangle AA’B’C’ amb els costats parallels als del
triangle inicial (i per tant semblants) de manera
que existeixin punts L, M, N situats sobre AB,
BC i CA respectivament tals que els triangles
ANA'B'L , AB'C'M i AC'A’N sén equilaters.
Trobeu el maxim valor de la raé de semblanca k
entre AA'B’'C" i AABC.

Solucions:

A157. (Proposat per Miquel Amengual Covas, Cala
Figuera, Mallorca.)

Sobre els costats AB, BC'i C' A d’un triangle rectan-
gle AABC, amb l’angle recte en A, es construeixen
triangles equilaters AABF, ABCD i ACAE. Els
triangles AABF i ACAFE a l'exterior de AABC i,
interiorment, el triangle ABCD.

Provau que el quadrilater JAEDF i el triangle
AABC tenen la mateixa area.


juan.jose.rue@upc.edu

Solucié: (Solucié d’Ernest Garriga, Centre Sant
Pau, Mataroé.)

Denotem per B l’angle ABC en el triangle inicial
AABC. Denotem també per a = BC, b = AC
i ¢ = AB les longituds dels costats del triangle
AABC. En la figura segiient tenim la construccié
geomeétrica considerada:

F

De CBF = B+ 60° = 60° + FBD resulta FBD =
B. A més BF = ¢ i BD = a. De manera que
ABDF = AABC i, en particular, DFB = 90°,
DF = bi DFA = 90° — BFA = 90° — 60° —
30°. L’area del triangle AFAD és doncs S1 =
%ﬁ FAsin30° = ibc.

Mutatis mutandis, l'area de AEDA és Sy =
%ED EAsin30° = icb. Per tant I’area de JAEDF
és %bc, que és larea de ANABC. De AED =
DFA = 30°, resulta que el quadrilater JAEDF és
un parallelogram, de costats els catets de AABC.
El seu angle agut és de 30° independentment del
triangle rectangle de partida.

A158. (Proposat per la redaccio.)

Un conjunt finit de nombres enters no negatius A
es diu que és avaricids si |A] € A. Un conjunt
avariciéos A és minimal si cap subconjunt de A és
avaricios.

Trobeu el nombre de subconjunts avariciosos mini-
mals de {1,...,n}.

Solucié: (Soluci6 de Josep Maria Brunat, professor
jubilat de la UPC, Barcelona.)

Posem [n] = {1,...,n}. Sigui V(n) el conjunt
format pels subconjunts avariciosos de [n] i A(n) el
format pels subconjunts avariciosos minimals de [n].
Volem calcular a,, = |A(n)|. Per exemple,

n V(n) A(n) an

L {{1}} {{1}} 1
2 {{13,{1,2}} {{1}} 1
3 {15125, {2,31,{1,2,31 {{1},{2,3}} 2

88

Per largument que segueix només els valors a; =
as = 1 son rellevants. Sigui n > 3. Definim

A'(n)={X e An):n¢g X},
A"(n)={X € A(n) :n € X}.

Certament, A(n) = A'(n)UA"(n) i A'(n)NA"(n) =
(0, per la qual cosa

an = [A(n)| = [A"(n)| + A" (n)].

Demostrarem que |A’'(n)| = an—1 i que |A”(n)| =
an—o. Per comencar, els conjunts avariciosos mini-
mals que no contenen n sén, exactament, els con-
junts avariciosos minimals de [n—1]. Per tant,

|A'(n)] = [A(n — 1)| = an-1.
Sigui
Whn)={XeV(n):1¢ X, ne X}.

Veurem que A”(n) C W(n). Sigui X € A”(n). Per
definicié n € X i X és avariciés. No pot ser X = [n]
perqué [n] té subconjunts propis avariciosos i, per
tant, no és minimal. Aixi, ¢ = |X| < n. Per tant,
X conté, almenys, dos elements diferents, ¢ i n. Si
1 € X, llavors {1} és un subconjunt propi de X
(perqué X té almenys dos elements) i és avaricids,
en contra de la minimalitat de X. Concloem, doncs,
que 1 ¢ X i, per aixd, que A”(n) C W(n). Per a
cada X € V(n—2),signi X +1={x+1:2¢€ X}
Definim I’aplicaci6

f:V(n=2) — W(n)
X = fX)=X+1HU{n}
Evidentment, per a X € V(n —2), tenim 1 ¢ f(X)
in e f(X). A més, f(X) és avariciés: com que
|X| € X,
O =X+ D) u{n}|=[X+1[+1
=|X|+1eX+1cC f(X).

Aixi, f(X) € W(n) i f ésta ben definida. Obviament
és injectiva. També és exhaustiva: Si Y € W(n),
el cardinal de Y no és n perque 1 ¢ Y. Per tant,
Y és de la forma Y = (X + 1) U {n} per a algun
XCn—-2.Sic=|X|,tenimec+1=]Y|€Y i
c+1 < n, cosa que implica c+ 1 € X 4+ 1. Per tant
| X|=ce X ivelem que X € V(n —2).

Tenim, doncs, que f és una bijeccié. A més, per a
tot X1, Xs € V(n — 2), es compleix X; C X5 si, i
només si, f(X1) C f(Xs3). Aixo implica que hi ha
bijecci6 entre els conjunts minimals de V(n—2), que
formen A(n — 2), i els conjunts minimals de W (n),
que formen A”(n). Per tant,

[A"(n)] = [A(n = 2)| = an—s.
Llavors,
an = [A(n)| = [A'(n)] + [A"(n)| = an-1 + an-s,

fet que, juntament amb els valors inicials a; =
as = 1, ens dona que (a,)p,>1 és la successi6 de
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Fibonacci, els termes de la qual, com és sabut, tenen
per féormula explicita

R (5 - (55))

A159. (Proposat per José-Luis Diaz Barrero, Bar-
celonaTech UPC, Barcelona.)

Siguin 1,9, x3,24 nombres reals positius amb
producte igual a 1. Trobeu el valor minim de

1
2 m

)
o 1 (273 + 2324 + T472)

on » .. indica la suma ciclica sobre els in-
dexs.

Solucié: (Solucié d’Esteve Casas, Sant Celo-
ni.)

En primer lloc fem el canvi de variable z; = yi i,
tenint en compte 1221374 = 1, el que cal buscar és
el minim de I’expressio.

S
oo Y2 T Y3 T ya
2 2
Per fer-ho tindrem en compte la propietat -+ 32 >

(a1+az)?
2b1+b2

2
Z—i + ...+ 7= on les a; sén nombres reals qualsevol
iles b; reals positius. Vegem-ho:

, que es generalitza a una suma de la forma

at n a3 (a1+a)? _ (arbs —bras)® >0
by by b1 + by biba(by +b2) —

)

i, aplicant induccié, en general tenim que

2 2 2 2 2
aj ap _ (ai +as) ay,
— 4+ ...+ —=> ..+ —
b1+ +bn_ b1 + b * +bn
< (al—l—...—&—an)Q.
b1 +...+0b,

Aplicant-ho al nostre problema podem veure que
ens queda la desigualtat.

> i _ ity tys+u)’
Y2 +ys+ys  3(y1+y2 +ys+ya)

cic

1
= g(yl +y2 + Y3 + Ya)

Buscarem, doncs, un minim de lexpressié y; +
Yo + ys + y4 sotmesa a la condicié y1y2ysys = 1.
Si tinguéssim dues variables, I'expressié anterior
equival a trobar, entre els rectangles de volum donat
(igual 1 en el nostre cas), aquell en que la suma dels
seus costats sigui minima. Com sabem és el quadrat.
Si ho generalitzem a dimensié n (igual a 4 en el
nostre cas) veurem que el minim s’obté en ser tots
els costats iguals (obtenint un hipercub).
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Suposada correcte I’afirmacié el minim de la nostra
desigualtat s’obté fent y1 = y2 = y3 = y4 = 1, que és
també assolit per I'expressié inicial de les /'s.

Per justificar la generalitzacié a dimensié n usarem
la induccié: mantenim fixe el valor y; i suposem
valida afirmacié per n — 1, és a dir, el minim de
Y2+ ...+ Yn, amb yo - ... -y, = 1/y; ens ve donat
per yo = ... =y, = "+/1/y1. Fent variar y;, ens
cal determinar el minim de y; + (n — 1) "~/y1, que
s'obté fent yy =1 =yo = ... = yp.

Retornant finalment a les variables x;, prenen totes
el valor 1, i aix0 dona la solucié del problema
(4/3). Notem que, a més, és el minim, perque
prenent tots els valors de y iguals, les desigualtats
de fet sén igualtats, i per tant aquest minim es pot
assolir.

A160. (Proposat per Joaquim Nadal i Vidal,
Llagostera.)

En el triangle AABC, siguin A’, B’, C' tres punts
situats sobre BC, AC' i AB, respectivament. Supos-
seu que AC' =p-AB, BA' =¢-BCiCB =r-AC.
Sigui S l'area del triangle AABC i S’ larea del
triangle AA'B'C".

Demostreu que:

si p+ g+ r =1, aleshores % > 3.

Solucié: (Soluci6é de Miquel Amengual Covas, Cala
Figuera, Mallorca.)

Demostrarem la desigualtat segiient, més gene-
ral,

S 3
- >
S = (p+q+r)(p+q+r—3)+3

(1)

d’on es deduira el resultat que volem veure i que la
igualtat és assolible si i només sip=gq=r.

Comencem veient que es compleix la desigualtat
segiient:

(p+q+7)°>3(pg+qr+rp), (2)

on p, g, r s6n nombres reals qualssevol i la igualtat
només val si p = ¢ = r. En efecte: partim de la
desigualtat obvia

2

p—a)°+(q—71)°+(—-p’=>0, (3)

que es pot escriure, d’'una manera equivalent, com
a:

P>+ ¢ + 1% > pg+qr+rg,
i sumem-hi als dos membres el
2 (pq + gr + rp). Tindrem que

terme

p° + ¢ + 1% +2pg + 2gr + 2rp > 3 (pg + qr +1p)

equivalent a (2), on la igualtat esdevé si, i només
si, la igualtat s’ateny a (3), i.e., si, i només si,
p=q=r.



Tornem al problema geometric. Ates que l'area del
triangle AABC donat a l’enunciat és igual a la
suma de les arees dels triangles AA’B'C’, NAC' B/,
ABA'C’' i ACB'A’, i tenint en compte que Parea
d’un triangle s’obté com la meitat dels producte
de dos costats pel sinus de l'angle que formen,
tindrem:

S=9 + %AB’ CAC' -sin A
+ %BC’ .BA’ -sin B
+ %OA’ .CB' -sinC.

Ara bé, de les relacions AC' = p-AB, BA' = q- BC,
CB' = r - AC, se'n dedueix BC'" = (1 —p)AB,
CA' = (1-¢q)BC, AB' = (1 —r)CA. Substituint
aquestes relacions en (4) i tenint present que S =
$AB-AC -sinA = {BC-BA-sinB=1CA-CB-
sin 6, es té
S=8+pA-r)+q(l-pr+(1-q)Ss

D’aqui aillem S’,

S'=(pg+qr+rp—p—q-r+1)8.

Tenint present (2), la relacié anterior ens dona-
ra

S <

((er61+7“)2

3 —p—q—r—l—l)S.

Aquesta desigualtat, dividida per

3

2
1 3 3\ o
§<<p+q+r—§> +Z>S >0,

2

esdevé

1

v

S
S’ M —p—q-r+1 ’
equivalent a (1). Finalment, podem tornar a la desi-
gualtat desitjada com a conseqiiencia dels nostres
resultats: per a p + g+ r = 1, s’obté el cas de
I’enunciat.

Xavier Gracia
Universitat Politécnica de Catalunya

Recordeu que es tracta d’un joc de llengua (vegeu
larticle introductori al nim. 33 de la SCM/Noti-
cies). Cal resoldre els enigmes lingiiistics segiients,
a partir de la definicié donada i les pistes inclo-
ses.

Vam dedicar el nimero anterior als nombres natu-
rals. Un dels enigmes, per exemple, era «Professors
de matematiquesy». La resposta és dos-cents, que en
catala occidental sona igual que docents.

En aquesta ocasié continuem amb els nombres, amb
I'tinica diferéncia que les respostes sén nombres de
tot tipus, perd no naturals, la qual cosa potser fara
els enigmes una mica més dificils. Igualment, no es-
pecificarem el nombre de lletres de la solucié.
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En cas de dubte podeu trobar-ne les respostes al
peu de pagina.'?

Trobeu els nombres no naturals amagats dins les
definicions segiients:

Quantitat de medicament que s’ha d’administrar
Endrapo

Prestacio dels aprenents de soldat

)

)

)

d) El teixit més llis i lluent

) No hi serem tots

) Lamenti
) Agafi fraudulentament una part
)

0i?

AV (D) i€ (s) ;10 () :I- (d) ;9 (d) ;@\I (9) :i000I (o) ;i00I (1) :edorrredsM els esteoqessl
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